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ОЗНАЧЕННЯ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ФУНКЦІЙ НА ЗАСАДАХ МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛІЗУ 
 

Постановка та обґрунтування актуальності 

проблеми. Елементарні функції займають особливе 

місце як в шкільному курсі алгебри, так і при 

вивченні математичного аналізу в університетах. 

Починають з означень основних елементарних 

функцій. Але методика введення таких означень 

недосконала й вимагає кращого логічного 

обґрунтування. Крім того, не використовуються 

методи математичного аналізу. Як їх можна 

використати? Проблема давня, але вона досі 

актуальна. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 

Означенням степеневих операцій і логарифмів увага 

приділялась математиками ще в XVI столітті. Та 

вирішальний внесок у розв’язанні цієї проблеми 

належить Леонарду Ейлеру. Його монографія 

«Introductio in analisin infinitorum-Lausanannae, 

1748.», [1], стала наріжним каменем у розвитку 

математичного аналізу й невід’ємною частиною в 

навчальній літературі. Ця праця Ейлера не втрачає 

свого значення й сьогодні. 

Пізніше питанням методики введення означень 

основних елементарних функцій приділяли увагу 

цілий ряд відомих математиків: таких як Ф. Клейн, 

Н. Бурбакі, Р. Курант та інші ([2], [3], [4], [5]). 

Основна ідея: використати методи математичного 

аналізу для побудови більш повної теорії. Та 

пропозиції цих математиків мало вплинули на 

методику вивчення елементарних функцій не тільки 

в школі, а й у вищих навчальних закладах.  

Мета статті. Познайомити викладачів і 

студентів педагогічних вузів з різними підходами до 

вивчення основних елементарних функцій з 

використанням диференціального, інтегрального 

числення та теорії степеневих рядів.  

Методи дослідження. Широке використання 

принципів математичного аналізу. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 

Логарифмічна функція. Почнемо з 

логарифмічної функції. Будемо її визначати за 

допомогою інтеграла  

x

x
t

dt
x

1

0,log . Це ні що 

інше, як площа криволінійної трапеції, обмеженої 

віссю абсцис, гіперболою ty /1  і прямими 

xtt  ,1 . Доведемо основну властивість цієї 

функції: baab loglog)log(  .  
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 . 

Якщо qpx /  раціональне число, то 

xqpx qp log/log /  , бо якщо позначити через 

qpxa / , то pq xa   і прологарифмуваши це 

співвідношення, матимемо xpaq loglog  . 

Числом е будемо називати таке х, для якого 

1log x . 

Похідна 0
1log


xdx

xd
. Тому функція xlog  

неперервна і строго монотонно зростає. Отже, вона 

має обернену, яку називатимемо експонентою і 

позначатимемо символом exp x. З означення цієї 

функції випливає: ,10exp   ,1exp e  

baba expexp)exp(  , e/1)1exp(  , бо 

.1)1exp(1exp)11exp(   

Якщо тепер скористатися правилом знаходження 

похідної від оберненої функції, то матимемо 

x
dx

xd
exp

exp
 , Nnx

dx

xd
n

n

 ,exp
exp

, 

Nnx
dx

xd
xn

n

  ,1|exp
exp

0 . Це дозволяє отримати 

розклад у степеневий ряд експоненти. 

 Волков Ю.І., Войналович Н.М., 2020 
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Тригонометричні функції. Позначимо DOC в 

одиничному колі (з рівнянням 122  yx ) через φ і 

нехай точка С має координати (x,y). Тоді кут φ = φ(y) 

буде функцією від y. Знайдемо цю функцію. Маємо: 

площа сектора DOC буде дорівнювати φ/2.  

 

Площа ΔОВС = xy/2 = 
21

2

1
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тоді площа трапеції DOBC дорівнюватиме 
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Порівнюючи останні вирази, отримаємо 






y

t

dt
y

0
2 )1(

)( . Ця функція на проміжку [0,1] 

строго монотонно зростає. Тому вона має обернену, 

яку позначатимемо символом siny  і назвемо 

синусом. А функцію 21 yx   позначатимемо 

символом cosx  і назвемо косинусом. Якщо тепер 

скористатись традиційними назвами, то функція 

)(y  це arcsin , а функція обернена до косинуса це 

arccos . Так отримані функції arcsin  і arccos  

можна традиційними способами продовжити на 

проміжок [-1,1], а функції siny  і cosx  на 

множину ),(   і вивчати їх властивості так, як це 

робиться в шкільному курсі математики. Наприклад, 

якщо аргумент φ збільшити на величину Zkk ,2  , 

то точка С не змінить свого положення і, отже, синус 

і косинус будуть періодичними функціями з періодом 

Zkk ,2  . 

З виразу для )(y  випливає, що 

21

1arcsin

ydy

d
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d





, а звідси похідна від 

оберненої функції, тобто від синуса, 




cos1 2  y
d

dy
. Похідну від косинуса 

отримаємо так:  
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Тепер ми можемо розкласти синус і косинус у 

степеневий ряд.  

Через те, що 10cos,00sin  , то 

0|
sin

0Sk

k

d

d




, якщо k парне і дорівнює m)1( , якщо 

k=2m+1. Тому 
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Через те, що 10cos,00sin  , то 

0|
cos

0Sk

k

d
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, якщо k непарне і дорівнює m)1( , 

якщо k=2m.Тому 
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Розглянемо тепер інший підхід до означень 

показникової й логарифмічної функцій. 

Показникова функція. Показниковою функцією 

назвемо невід’ємну неперервну функцію )(xf , яка 

визначена на всій числовій осі і є розв’язком 

функціонального рівняння  

1,0,)1(,1)0(

),()()( 2121





aaaff

xfxfxxf
. 

Число а називатимемо основою показникової 

функції. 

Відмітимо деякі властивості показникової 

функції. 

1) 2)1()1()11()2( affff  , аналогічно, 

Nnanf n  ,)( .  

2) n anf )/1( , бо 

Nn

nfnnnffa n



 ,)/1()/1/1/1()1( 
 

3) NmNnaanmf nmn m  ,,)/( /
. 

4) 
a

f
1

)1(  , бо ).1()11()0(1  afff  

З цих властивостей випливає, що для 

раціональних х xaxf )( . Тому природно для 

показникової функції ввести позначення 

Rxaxf x  ,)( . 

Доведемо, що показникова функція 

диференційована. Розглянемо допоміжну функцію.  
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Виконавши заміну змінних, 

матимемо 




ax

x

a

dttfdttxfxg ,)()()(

0

 а звідси через 

те, що функція )(xf  неперервна, то функція )(xg  

буде диференційованою і 

)1)()(()()()(  afxfxfaxfxg . З (7) 

випливає, що 

1
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функція )(xf  також диференційована і 
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dttfafxfxf . Якщо позначити 

через 

1
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a

dttfafac , то матимемо 

співвідношення 

)()()( xfacxf  , або x
x

aac
dx

da
)( .  (2) 

Звідси, якщо 01)( af , то 0
dx

da x

 і функція 

xa  буде строго монотонно спадною, а якщо 

01)( af , то 0
dx

dax

 буде строго монотонно 

зростаючою. Тому на всій числовій осі показникова 

функція матиме обернену, яку позначатимемо xalog  

і називатимемо логарифмічною функцією за основою 

а. З цього означення випливають такі властивості 

логарифмічної функції.  

1) yxxy aaa loglog)(log  . Справді, 

візьмемо за аргумент показникової функції 

спочатку )(log xya , а потім yx aa loglog  . 

Отримаємо спочатку xy , а потім 

.
loglogloglog

xyaaa
yxyx aaaa 


 

2) 
a

x
x

b

b
a

log

log
log  . Справді, якщо yxa log , 

то 
ayy bbax

log
 , звідси 

ayx bb loglog  , а звідси 

axx bab logloglog  . 

Як наслідок з цієї властивості матимемо: 

3) 
aa

b
b

bb

b
a

log

1

log

log
log  . 

Займемося похідними від показникових функцій. 

Візьмемо показникову функцію xb . Із (2) матимемо з 

одного боку x
x

bbc
dx

db
)( , з іншого боку, через те, що 

  bxxbx aa aab
loglog

 , x
a

x

babc
dx

db
)(log . 

Порівнюючи вирази для похідної, отримаємо 

bacbc alog)()(  . Звідси випливає існування такого 

числа b, що 1)( bc . Це число позначатимемо 

буквою е. Тоді eac alog/1)(  , або за властивістю 3 

логарифмічної функції aac elog)(  . Логарифми 

xelog  з основою е називатимемо натуральними і 

позначати символом xlog . Тоді співвідношення (2) 

перепишеться: 

aa
dx

da x
x

log  (3). 

Якщо взяти за основу показникової функції 

число е, то 

x
x

e
dx

de
   (4) 

Показникова функція з основою е називається 

експонентою. 

З співвідношення (3) випливає правило 

диференціювання логарифмічної функції як 

оберненої до показникової: нехай xay  . Тоді 

ay
dx

dy
log , звідси 

aydy

dx

log

1
 . Якщо перепозначити 

у на х, а х на у, то 

axdx

xd a

log

1log
 , а звідси 

xdx

xd 1log
 . (5) 

Для знаходження значень експоненти і числа е 

можна діяти так. 

Через те, що  
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Звідси, взявши xtNnnh /1,,/1  , отримаємо 
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Експонента в комплексній області. 

Степеневий ряд 

 
!!3!2

1
32

n

zzz
z

n

 

абсолютно збіжний на всій комплексній площині, 

позначатимо суму цього ряду через zexp  або через 

ze і називати цю функцію комплексною 

експонентою. Якщо взяти Rxixz  , , то 

 
!!4!3!2

1)exp(
443322

n

xixixixi
ixix

nn

. 

Дійсну частину )exp(ix  називатимемо косинусом 

і позначатимемо символом xcos , тобто 

 
!2

)1(
!6!4!2

1cos
2642

k

xxxx
x

k
k  . 

Уявну частину )exp(ix  називатимемо синусом і 

позначатимемо символом xsin , тобто 
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З цих означень зразу ж випливають відомі 

формули Ейлера: 

xixix sincos)exp(  ,

))exp()(exp(
2

1
cos ixixx  , 

))exp()(exp(
2

1
sin ixix

i
x  . 

Важче довести періодичність так визначених 

функцій. Спочатку доведемо, що на проміжку (0, 2) 

рівняння 0cos x  має єдиний корінь  , 22  . 

Для цього скористаємось нерівностями для 

]2,0[x  

0
!10!8!6!4!2

1cos
108642
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Отже, на проміжку ]2 ,2[  існує корінь рівняння 

0cos x . Доведемо, що цей корінь єдиний. Будемо 

враховувати нерівність для 20  x  

3

1

6
1.

42
1

!46
1

sin 2242
































xxxx

x

x
 , звідси 

xx
3

1
sin  .  

Припустимо, що на проміжку ]2 ,2[  існує ще 

один корінь    і, отже, 1220   , 

0cossincossin)sin(   .  

З іншого боку )(
3

1
)sin(    Прийшли до 

протиріччя. Далі позначатимемо корінь рівняння 

0cos x  символом . 

Через те, що 1cossin 22  xx , то 1)2/sin(   

(бо на проміжку ]2 ,2[  0
6

)2/sin( 


 ). Далі 

1)2/(sin)2/(coscos 22   ,  

0)2/cos()2/sin(2sin   , 

1)(sin)(cos2cos 22   , xx cos)2/sin(  , 

Znn n  ,)1()cos(  , Znn  ,0)sin(  , cos(2n)=1, 

nZ. Отже, n2  це період як для синуса, так і для 

косинуса. За допомогою формул Ейлера можна 

отримати і інші тригонометричні тотожності. 

Покажемо, що не існує інших значень 

аргументів для косинуса, які б були коренями 

рівняння 1cos x . Припустимо протилежне, тобто 

припустимо, що існує таке  , що 1cos   і 

 n2 . Тоді знайдеться таке Zk , що 

  k2 . Отже,  

0
2

cos1
)

2

1
sin

)
2

1
sin(|

2

1
|sin











 kk

, 

а це протирічить нерівності 

|
2

1
|

3

1
|

2

1
|sin   kk , якщо  k2 . 

З формули xixix sincos)exp(   тоді випливає, 

що числа Znin ,2   будуть періодами для 

комплексної експоненти. 

З означень синуса і косинуса виливають ще й 

такі властивості. 

,sin
cos

,cos
sin

x
dx

xd
x

dx

xd


xx cos)
2

sin( 


. 

Висновки з дослідження і перспективи 

подальших розробок. В статті розглянуто два 

способи введення означень основних елементарних 

функцій. Перший спосіб: починати з логарифмічної 

функції за допомогою інтегрування; другий: 

починати з означення показникової функції за 

допомогою функціонального рівняння. Корисним 

було б розробити методи  вивчення основних 

елементарних функцій, використовуючи й інші 

підходи, наприклад, давати означення за допомогою 

диференціальних рівнянь. 
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МЕТОДОЛОГІЧНІ ПІДХОДИ ТА ДИДАКТИЧНА КОМПЕТЕНТНІСТЬ СУЧАСНОГО ВЧИТЕЛЯ 

ФІЗИКИ У КОНТЕКСТІ ІНТЕГРАЦІЙНИХ ОСВІТНІХ ПРОЦЕСІВ 

 

Постановка та обґрунтування актуальності 

проблеми. Нове розуміння ролі та позиції педагога в 

навчально-виховному процесі зумовлене 

парадигмальними змінами в освіті: якщо колись 

питання стосовно керування навчальним процесом 

розглядали у контексті діяльнісної парадигми, то в 

контексті гуманістичної сукупності понять, що 

істотно доповнює сприймання лінійності 

педагогічного процесу нелінійними уявленнями, 

керування навчальним процесом вважається 

складним процесом, з неоднорідною освітньою 

сферою й неоднозначним дидактичним 

взаємозв’язком. Основна тенденція педагогічної 

практики – теорія міжпредметних зв’язків із 

скоординованими та узгодженими знаннями з різних 

навчальних дисциплін [5]. Чималий внесок у поступ 

теорії й практики педагогічної науки зробив розвиток 

дидактики фізики як процес інтеграції [8]. Таким 

підходом передбачено якісні перетворення в 

педагогічній думці, передусім вихід викладача-

фізика за межі своєї дисципліни. 

Постнекласичні методи у вирішенні проблем 

фахової підготовки вчителя фізики передбачають 

дієвість теорії й практики підготовки вчителя до 

управління навчанням та визначаються розумінням 

сутності її головного механізму – здобуття знань. 

Один із наслідків методологічних узагальнень 

розвитку новітніх природознавства та теорії і 

практики керування навчальним процесом – 

з’ясування поняття «методологічна компетентність» 

учителя фізики. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У 

дослідженні ми спиралися на низку наукових 

розробок щодо формування методичних 

компетентностей майбутніх учителів фізики 

(О. Ніжегородцев 6), моделі фахового 

вдосконалення педагога у процесі реформи 

післядипломної педагогічної освіти (І. Воротникова 

1), теоретико-методичні засади професійної 

підготовки майбутніх учителів фізики в умовах 

освітньо-інформаційного середовища (А. Кух4), 

професійної компетентності вчителя фізики як 

особистісного ступеня сформованості його 

компетенції (В. Ткаченко 9), аналіз професіограм 

сучасного вчителя фізики як об’єкт педагогічного 

проектування (А. Школа10) та ін. Базовими буди 
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